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 که  درود  بر معلم که بزرگترین سرمایه  هر جامعه

                                                                                                                                                             در اختیار اوست.، نسل آینده آن جامعه است                             

 درود بر دانش آموز ، تنها امید بر آینده ای روشن .

 فرزندان ایران زمین.به  تقدیم،استبرگ سبزی  این کتاب الکترونیکی
 اما چرا حل المسائل ؟

 .استفاده از حل المسائل آخرین راه است نه اولین کار باید دانش آموز را آگاه کرد که  -1   

    وید ، اعتماد به نفس خود را برای ل برحل المسائاگر پیش از تلاش برای حل مساله سراغ         

  مسائل پیش رو از دست خواهید داد واین موضوع بسیار مخرب است. حل        

 استفاده برخی  دانش آموزان   از حل المسائل واقعیتی غیر قابل انکار است. -2   

  نویسندگان حل المسائل ها گاهی از روشهای میانبر و تستی برای حل مسائل استفاده کرده  -3   

 . پیچیده کردن حل مساله می گرددمتهم به و  معلم          

 پاسخهای موجود در این کتاب مبتنی بر روش کتاب است.                                                  

 برخی دانش آموزان به دلایلی تمام کلاسها را حضور نداشته و جوابهای صحیح سوالات را در   -4   

 و یا دبیر فرصت حل تمام مسائل را پیدا نمی کند. اختیار ندارند          

 شدیم ، پاسخ مسائل کتاب درسی را در اختیار قرار دهیم. به دلایلی که برخی از آنها ذکر شد بر آن

                                                                                                                                                                      

 مشتاقانه پذیرای نظرات و انتقادات شما هستیم.                                                          

 محمد حسین مصلحی                                                                           

 د بیر رسمی آموزش و پرورش اصفهان                                                              

 1401  فروردین                                                                                                                   
              آدرس سایت                      

         اینستاگرامآدرس                     

       ( smsشماره همراه جهت تماس )             
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@riaziair 

09131006652 
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 --------------------------------------------------------------- 
            4حه صف                          دوازدهم  ریاضی       2حسابان                   12و11حل مسائل صفحه      

 --------------------------------------------------------------- 
 ها و  xقرینه نسبت به محور   eانتقال دو واحد به بالا  پ( dانتقال دو واحد به چپ   ب( aالف( -1

 واحد به     2انتقال  bث(   2انبساط افقی با ضریب  cت(     2انبساط عمودی با ضریب          

1ا ضریب اض افقی بها و انقبyقرینه نسبت به محور  fواحد به بالا   ج(  2راست و           

2
  

-------------------------------------------------------------- 
 نقطه مرزی دارد که تغییرات زیر را بر آنها انجام می دهیم 5این تابع  -2   

   yبرابر کردن  2و  xواحد به 1ب(افزودن         xالف( قرینه کردن      
 xو سپس نصف کردن  xبه واحد  1واحد به آن   ت( افزودن  2و افزودن  yپ( قرینه کردن        
   xو سپس قرینه کردن  xواحد از 3ث( کم کردن        
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    5حه صف                   دوازدهم ریاضی            2حسابان                     12و 11حل مسائل صفحه      

 --------------------------------------------------------------- 
 ها  پ(قرینه نسبت به مبدا xها  ب( قرینه نسبت به محور  yقرینه نسبت به محور  الف(     -3   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    

---------------------------------------------------------------  
)اگر نمودار تابع  -4    )f x x= واحد به پائین منتقل شده یعنی 2تابع  را در نظر داشته باشیم ، خواهیم دید نمودار این 

       2x )و سپس نسبت به مبدا مختصات قرینه شده یعنی   − 2) 2x x− − − = − − +  
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        6حه صف                 دوازدهم  ریاضی       2حسابان                   22و21صفحه مسائل  حل     

 --------------------------------------------------------------- 
3yالف( نمودار تابع  -1    x=  واحد 1واحد به راست و  2را 

 ل می دهیم. انتقابه بالا             
 ها نمودار را حداکثر در یک xب( هر خط موازی محور       

1نقطه قطع می کند پس           است.پس وارون پذیر −1
 نقاطدر و برای رسم نمودار تابع وارون  می باشد        

x,جای  fتابع          y .را عوض می کنیم 

3پ(         3 3 13 3( 2) 1 ( 2) 1 ( 2) 1 2 1 ( ) 1 2
x y

y x x y y x y x y f x x


−= − +  = − +  − = −  − = −  = = − +  
---------------------------------------------------------------  

)در  fالف( تابع  -2        ), 3 , 0,− − + در  و اکیدا صعودی( ),− +  است. صعودی =
 در  gب( تابع            20−   اکیدا نزولی و در(   )0 2−  + .نزولی است 
)در  hپ( تابع            ) ( )0 0−  + .اکیدا نزولی است   
---------------------------------------------------------------  

f,وابع ت -3     g در دامنه خود اکیدا نزولی و تابعh .اکیدا صعودی و بنابراین هر سه تابع در دامنه خود اکیدا یکنوا هستند 

          
1 0 1 1

2 1 2 1 2
21

0 1 2 2 1
1 0 12

x
x x

f g h
y y

y

−
−

→ → →

−

    

  
    
 
 
 
 

---------------------------------------------------------------  
 الف( طبق تعریف تابع ثابت در دامنه خود هم صعودی و هم نزولی است. -4   

                     ب(        

0 1
0

0 1
( )

0 1
1 0

1 0

x
x x

y
f x

x
x x

y


 


= 

−
+  
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 7حه صف                       دوازدهم  ریاضی       2حسابان                   22و21حل مسائل صفحه      

 --------------------------------------------------------------- 

     5-    f g+ هم اکیدا صعودی است( ) ( )
, , ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

f a f b
a b I a b f a f b g a g b

g a g b


    +  + 


  

fدر مورد           g− حالات متفاوتی ممکن است اتفاق بیفتد مثلا 
       , ,f g f g− هر سه اکیدا صعودی اند( ) 3 , ( ) 2 ( )( ) ( ) ( )f x x g x x f g x f x g x x= =  − = − = 
     ,f g  هر دو اکیدا صعودی ولیf g−  اکیدا نزولی( ) 2 , ( ) 3 ( )( ) ( ) ( )f x x g x x f g x f x g x x= =  − = − = − 

             ,f g  ولی  اکیدا صعودی دوهرf g−  ثابت است که نه اکیدا نزولی و نه اکیدا صعودی است 
                                                       ( ) 2 , ( ) 2 ( )( ) ( ) ( ) 0f x x g x x f g x f x g x= =  − = − =  

---------------------------------------------------------------  

   6-                                3 2 5
2 0 2 (2) (2) (2) 2 0 10 4 0

2
x x P k k k− =  =  = + + =  + =  = −   

---------------------------------------------------------------  

   7-                        
3 2

3 2

2 0 2 (2) (2) (2) (2) 1 0 4 2 9

1 0 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 1 0 0

3
4 2 9

2

x x P a b a b

x x P a b a b a b

a a a b

− =  =  = + + + =  + = −

+ =  = −  − = − + − + − + =  − =  =

 + = −  = = −

   

---------------------------------------------------------------  

    8 -                                                            
6 5 4 3 2

6 5 4 3 2

5 4 3 2

1 ( 1)( 1)

1 ( 1)( 1)

32 ( 2)( 2 4 8 16)

x x x x x x x

x x x x x x x

x x x x x x

− = − + + + + +

− = + − + − + −

+ = + − + − +

  

---------------------------------------------------------------  
aبرهان خلف( اگر الف(   -9     b  نباشد پسa b  ، و چون تابع در بازه اکیدا نزولی است 

)طبق تعریف داریم                                                  ) ( )f a f b .که خلاف فرض قضیه است 

1چون تابع ب(          
( ) ( )

2

xf x 61تابعی اکیدا نزولی است و  = 1
( )

64 2
8پس طبق قضیه بالا باید  =

3 2 6
3

x x−       

---------------------------------------------------------------  
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        8حه صف                 دوازدهم  ریاضی       2حسابان                   34و 33 حل مسائل صفحه     

 --------------------------------------------------------------- 

    1-                    2 2
2 1 3 min 2 1 1

7
y yT max a c a c

b

 
= = = + = + = = − + = − + =  )الف   −

                             2 2
4 1 3 min 1 3

2

y yT max a c a c
b

 


= = = = + = + = − + = −  )ب  +

                                     2
4 2 min 2

1

2

y yT max a c a c


  = = = + = − = − + = −  )پ   −

                          2 2 3 3 3 3
0 min 0

3 4 4 4 4
y yT max a c a c

b

 
= = = + = + = = − + = − + =  )ت    −

---------------------------------------------------------------  

2    4شکل شماره     -2    2
2 1 0 1 min 1 0 1y yT max a c a c

b

 


= = = = + = + = = − + = − + =  ف)ال  −

2  2شکل شماره            2
4 1 2 3 min 1 2 1

1

2

y yT max a c a c
b

 
= = = = + = + = = − + = − +  )ب  =

2  3شکل شماره            2
1 0 1 min 1 0 1

2
y yT max a c a c

b

 
= = = = + = + = = − + = − + =  )پ  −

    

2 1شکل شماره                2
1 1 2 min 1 1 0

2
y yT max a c a c

b

 
= = = = + = + = = − + = − +  )ت  =

---------------------------------------------------------------  

     3-             max min 2 max min
max ,min , ,

2 2
a c a c a b c

T

− +
= + = − +  =  =  =  

sin.داده شده است  max,min,Tهر کدام از دو تابع مقابل دارای          cosy a bx c or y a bx c= + = + 

                  
2 3 ( 3) 3 ( 3)

,max 3,min 3 2 0 3
2 2

3sin(2 ) 3cos(2 )

T b c a

y x or y x






+ − − −
= = = −  =  =   = =  =  = 

 =  = 

 الف)  

                                   
2 9 3 9 3

3,max 9,min 3 6 3
3 2 2

2 2
3sin( ) 6 3cos( ) 6

3 3

T b c a

y x or y x



 

+ −
= = =  =   = =  =  = 

 =  + =  +

 )ب 

           
2 1 1 ( 7) 1 ( 7)

4 ,max 1,min 7 4 3
4 2 2 2

1 1
3sin( ) 4 3cos( ) 4

2 2

T b c a

y x or y x






− + − − − −
= = − = −  =  =   = = −  =  = 

 =  − =  −

 )پ   

                      
2 1 ( 1) 1 ( 1)

,max 1,min 1 4 0 1
2 2 2

2

sin(4 ) cos(4 )

T b c a

y x or y x

 



+ − − −
= = = −  =  =   = =  =  = 

 =  = 

 )ت  
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 --------------------------------------------------------------- 
          9حه صف                     دوازدهم  ریاضی 2حسابان                   34و 33 حل مسائل صفحه     

 --------------------------------------------------------------- 
    نقطه از  دورا از روی شکل یافته و مانند تمرین قبل معادله را نوشته و با امتحان کردن  max,min,Tدر هریک  -4   

 دقیق آن را مشخص می کنیم. ادله، معنمودار در آن            
     (max  عرض سر قله وmin  عرض ته دره وT   )(فاصله دو سرقله متوالی )یا دو ته دره متوالی 

              
2 1 3 ( 1) 3 ( 1)

4 , max 3, min 1 1 2
4 2 2 2

1 1 1
2sin( ) 1 2cos( ) 1 (0 1), ( 3) 2sin( ) 1

2 2 2

T b c a

y x or y x f y x








+ − − −
= = = −  =  =   = =  =  = 

 =  + =  + →     = +

 )الف  

           
2 2 ( 4) 2 ( 4)

, max 2, min 4 2 1 3
2 2

3sin(2 ) 1 3cos(2 ) 1 (0 4), ( 2) 3cos(2 ) 1
2

T b c a

y x or y x f y x








+ − − −
= = = −  =  =   = = −  =  = 

 =  − =  − → −    = − −

 )ب  

---------------------------------------------------------------  
 تشکیل شده که تابع در این بازه ها اکیدا صعودی است. تابع تانژانت از بازه هائیدامنه الف( نادرست ،  -5      

 ب( نادرست ، طبق توضیح بالا            
 بالا ، تابع تانژانت در این بازه هاق توضیح درست. طبپ(             

  اکیدا صعودی و بنابراین صعودی است.                                          

 
---------------------------------------------------------------  

sinهست که  چهارمدر نواحی اول و  -6        , tan     تند و داریم  علامهم 

0الف(             sin tan
2


                     )3ب

2 sin tan
2
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      10حه صف                   دوازدهم  ریاضی       2حسابان                     44 حل مسائل صفحه     

 --------------------------------------------------------------- 

       1-                                     2 2

3 2
22

sin sin3
2 3 6

3 2
2

x k
k

x x

x k

 





  


 

− =


= +

=  ⎯⎯⎯→ = +
 = + −


 )الف  

----------------------------------            

    2

cos 0 (2 1)
2

cos2 cos 1 0 2cos 1 cos 1 0 cos (2cos 1) 0
1

cos 2
2 3

x x k

x x x x x x

x x k







=  = +

− + =  − − + =  − =  
 =  = 


 )ب 

----------------------------------            

                                 
2 2 2

2
cos cos2 2 2 2

32 2
3

x k x x k
k

x x x k x xk
x k x x

= +  = 


=  =    = 
= −  =



 )پ  

2، عبارت  3های مضرب  kبه ازای علت ادغام دو دسته جواب  آنکه )      

3

k   2، پاسخهایk  )را می سازد 

کنید به دسته جوابهایرا باز کنید و معادله درجه دوم حاصل را حل  cos2xجالب توجه آنکه اگر      
2

2
2

3

x k

x k

= 

 

= 


  

2خواهید رسید که همان اعدادی را تولید می کند که      

3

k
x


  تولید می کند. =

----------------------------------            

             

2 2cos2 3sin 1 0 1 2sin 3sin 1 0 2sin 3sin 2 0

2
1 6

2sin 1 0 sin
(2sin 1)( sin 2) 0 52

2 2
6 6

sin 2 0 sin 2

x x x x x x

x k

x x
x x

x k k

x x no root

− + =  − − + =  − − + =

 
= + 

− =  =  
 − − − =     = + − = +

 

− − =  = − 

 )ت  

----------------------------------            

      

2 2 21 1
cos sin 1 sin sin 0 4sin 4sin 3 0 (2sin 3)(2sin 1) 0

4 4

3
2sin 3 0 sin

2

2
1 6

2sin 1 0 sin
52

2 2
6 6

x x x x x x x x

x x no root

x k

x x

x k k

− =  − − − =  + − =  + − =


+ =  = − 


 

 = +  − =  =  
   = + − = + 

 )ث  

----------------------------------            
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     11حه صف                    دوازدهم  ریاضی       2حسابان                     44 حل مسائل صفحه     

 --------------------------------------------------------------- 

       2 2

sin 1 2
2

sin cos2 0 sin (1 2sin ) 0 2sin sin 1 0 2
1 6

sin
52

2
6

x x k

x x x x x x x k

x

x k


= −  = −


 

− =  − − =  + − =  = +  =  
  = + 

 )ج  

----------------------------------            

                                                                                                    
1

tan(2 1) 0 2 1
2

k
x x k x

+
− =  − =   )چ =

----------------------------------            

                                             tan3 tan 3 (3 )
3

k
x x x k x x k x


=   = +  − =  =

−
  )ح  

---------------------------------------------------------------  

   2- 0

2
1 1 1 56

sin 3 (2)(6)sin sin 30 , 150
52 2 2 6 6

2
6

C

C k

S ab C C C C C

C k

   


= +  

=  =  =  ⎯⎯⎯→ = = = =
 = +



  

---------------------------------------------------------------  
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 -------------------------------------------------------- ------- 
    12حه صف                     دوازدهم  ریاضی       2حسابان                      58 حل مسائل صفحه     

 --------------------------------------------------------------- 
  1-             2

00

lim ( ) lim 3 3 0
xx

f x x
→→

= + =   2و( )g x x=  الف مثبت است  0یگی محذوف ساهمیک در( 

    aa

b b
 و =

2 2

lim ( ) lim 5 7 0
x x

f x x
→− → −

= − =   و( ) 2g x x=   )ب مثبت است   −2همسایگی محذوف یک در  +

                       
2 2

lim ( ) lim 1 1 0
x x

f x
→ →

= =  4 و( ) ( 2)g x x=   )پ   مثبت است 2همسایگی محذوف  یک در −

---------------------------------------------------------------  
 چون الف(   -2   

22

lim ( ) lim2 4 0
xx

f x x
−

− →→

= =   2و( ) 4g x x=   دارای مقادیر منفی است 2همسایگی چپ  یک در −

پس                                                                                 
2

22

( ) 2
lim lim

( ) 4
xx

f x x

g x x
−

− →→

= = −
−

  

----------------------------------            
2ب(  چون           

33

lim ( ) lim 2 1 14 0
xx

f x x x
−

− →→

= + − =   2و( ) 12 ( 4)( 3)g x x x x x= + − = +  یکدر  −

پس                دارای مقادیر منفی است  3همسایگی چپ                 
2

2

33

( ) 2 1
lim lim

( ) 12
xx

f x x x

g x x x
−

− →→

+ −
= = −

+ −
  

----------------------------------            
پ(  چون           

33

lim ( ) lim 1 4 0
xx

f x x
+

+ →→

= + =   2و( ) 9g x x=  دارای مقادیر منفی  3 راستهمسایگی  یک در −

پس                                                          است                 
2

33

( ) 1
lim lim

( ) 9
xx

f x x

g x x
+

+ →→

+
= = −

−
  

----------------------------------            
 در  0/01یا  0/1د کافیست عددی با فاصله ابع در همسایگی چپ یا راست یک عدتذکر: برای تعیین علامت یک ت    

  2همسایگی عدد مورد نظر در تابع قرار داده و علامت مقدار تابع را مشخص کنیم. مثلا در همسایگی چپ           
3عدد   3و در همسایگی راست   1/9د عد            را قرار دهید. 1/

---------------------------------------------------------------  

     3-                
2 2

1 1

1 1
lim lim

1 1
x x

x x
→ → −

= = +
− −

  

1 تابعدرنکته(       
( )

( )( )
f x

x a x b
=

− −
aکه   b  دومجانب قائم 

           ,x a x b= }داریم و   = , }fD a b= −  
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      13حه صف                   دوازدهم  ریاضی       2حسابان                      58 حل مسائل صفحه     

 --------------------------------------------------------------- 
     4-  

1

lim ( )
x

f x
→

= + پس تابعf  1دارای مجانب قائمx =  

] است و           2 2] {1}fD = −  −  
]نکته( تابعی با دامنه          , ] { }a b c−  که, ,a b c و سه عدد متمایزند[ , ]c a b   و 

)دارای  یک مجانب قائم               )( )
( )

x a x b
f x

x c

− − −
=

−
 می باشد.  

 
---------------------------------------------------------------  

مجانب قائم                                 -5    
3

2 1 5
3 0 3 lim 3

3 0
x

x
x x x

x
+

−

→

−
− =  =  = = − =

− →
 )الف  

                                                                 2 0 ( 1) 0 0 1x x x x x or x− =  − =  =  )ب  =

مجانب قائم نیست                                       
2

2

0 00

( 1) 1
lim lim lim 1 0

( 1) 1
x xx

x x x x x
x

x x x x x
→ →→

+ + +
= = =−  =

− − −
  

 مجانب قائم                                  
2

2

1 11

( 1) 1 2
lim lim lim 1

( 1) 1 0
x xx

x x x x x
x

x x x x x
+ +

+

+

→ →→

+ + +
= = = = + =

− − − →
  

---------------------------------------------------------------  
  اول دامنه را تعیین کنیم  -6     

         
0

1 1 1 1
0 0 ( ,0) ( ) ( 0), lim

( ) 2 2 0
f

x

x x x x x D f x x
x x x x

−

−
→

− =  =    = −  = =  = = −
− − →

  

0xبنابراین          است. fمجانب قائم تابع  =
xدر  یکی از حدهای چپ یا راست اگرتذکر :         a=   برابر ، شود 

xت مجانب قائم بودن اثبا برای                                                 a= .کافی است  
 در هیچ همسایگی دراز سمت راست نمی توانیم به صفر نزدیک شویم چون تابع  6هشدار: در تمرین        

 سمت راست صفر تعریف نشده است.                
---------------------------------------------------------------  

1xپاسخ گزینه الف زیرا حد تابع در   -7       است. +)چه حد راست یا حد چپ( برابر  =

                                              2

2 1

1
( ) , ( 1) 0 1 , lim ( )

( 1) 0x

x
f x x x f x

x
+

→
= − =  = = = +

− →
   

---------------------------------------------------------------  
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 --------------------------------------------------------------- 
 نزدیک کنیم. 2را به اندازه کافی بزرگ اختیار کنیم می توانیم مقدار تابع را به هر میزان دلخواه به  xاگر الف(  -1     

 نزدیک کنیم. 4ار تابع را به هر میزان دلخواه به را به اندازه کافی کوچک اختیار کنیم می توانیم مقد xاگر  ب(         
---------------------------------------------------------------  

     2-           
3

lim ( )
x

f x
−

→

= +    ت(  
3

lim ( )
x

f x
+

→

= +    پ(lim ( ) 1
x

f x
→−

= lim   )ب  − ( ) 1
x

f x
→+

 )الف  =

1 مجانب افقی                       , 1y y= = 2مجانب قائم   − , 3x x= −  )ج   =
2

lim ( )
x

f x
+

→−

= −  ث( 

---------------------------------------------------------------  

      3-                    
2 2

3 2 3

1 1
lim lim lim 0

2 1
t t t

t t

t t t t
→− →− →−

+
= = =

− +
3 )ب        5 3

lim lim 3
2

x x

x x

x x
→+ →+

+
= =

−
  )الف  

                   3 2 3lim( 2 ) lim
xx

x x x
→−→−

− = = −   ت(      
2 22

lim lim lim
4 1 4 4

x x x

x x x x

x x
→ → →

− + − −
= = = 

+
 )پ   

---------------------------------------------------------------  

 قائممجانب                 -4      
3

2 1 2 1 5
, 3 0 3 lim 3

3 3 0
x

x x
y x x x

x x
+

+

→

− −
= − =  =  = = + =

− − →
 )الف  

3 مجانب افقی                                                            5 3
lim lim 3 3

3
x x

x x
y

x x
→ →

+
= =  =

−
  

2مجانب قائم  

2 2 2

2 2

2 2
, 4 0 2 lim , lim 2

4 4 0 4 0
x x

x x x
y x x x

x x x
+ +

+ −

→ →−

= − =  =   = = + = = − = 
− − → − →

 )ب 

مجانب افقی                                                    
2 2

1
lim lim lim 0 0

4
x x x

x x
y

x x x
→ → →

= = =  =
−

  

مجانب قائم 
2 2 2

2

2 2 2

1 1

1 2 1 2 3 1 2 3
, 1 0 1 lim , lim 1

1 1 0 1 0
x x

x x x
y x x x

x x x
+ +

− +

→ →−

+ + +
= − =  =   = = − = = + = 

− − → − →
 )پ 

مجانب افقی                                                        
2 2

2 2

1 2 2
lim lim 2 2

1
x x

x x
y

x x
→ →

+
= = −  = −

− −
   

2در این تابع کسری ، مخرج کسر ریشه حقیقی ندارد پس مجانب قائم هم ندارد            

2

2
, 1 0

1

x
y x

x
= + = 

+
 )ت 

مجانب افقی                                                              
2 2

2 2 2
lim lim lim 0 0

1
x x x

x x
y

x x x
→ → →

= = =  =
+

   

---------------------------------------------------------------  
   5-  
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      1-               

2 2
'

0 0 0

0

0

(2 ) (2) 3(2 ) 2(2 ) 1 9 3 10
(2) lim lim lim

(3 10)
lim lim3 10 10 2, (2 9) 9 10( 2) 10 11

h h h

h

h

f h f h h h h
f

h h h

h h
h m A y x y x

h

→ → →

→

→

+ − + − + + − +
= = =

+
= = + =  =   − = −  = −

  

---------------------------------------------------------------  
  .اگر مماس صعودی ، شیب مثبت و در صورت نزولی بودن شیب منفی در نقاط مماس بر نمودار تابع رسم کنیم  -2     

 موازی محور طولها شیب برابر صفر است. و          
 دارد(ری وجود شیب بیشتدرجه نزدیکتر است) 90د، زاویه خط مماس به هر چه قدر مطلق شیب بزرگتر باش          

                                                           
1

3 1 0 1 2
2

ه قط ن

ب ي ش

F C E A B D

− −   

---------------------------------------------------------------  
 خط بیشتر  ا جهت مثبت محور طولها بیشتر باشد شیبهر چه زاویه خط بو در کل همه شیبها مثبت هستند   -3    

خواهد شد  ، پس                                                     
1 6 4 2 3 5m m m m m m       

---------------------------------------------------------------  

      4-                                               
'( ) 0 0/ 5 2 0/5 2f x

x d b c a e

− −
   

---------------------------------------------------------------  
      5-  

 
 
 

---------------------------------------------------------------  

     6-                         

3 2 3
'

0 0 0

2
2

0

0

( 1 ) ( 1) ( 1 ) 2 ( 3) 3 3
( 1) lim lim lim

(3 3 )
lim lim3 3 3

h h h

h

h

f h f h h h h
f

h h h

h h h
h h

h

→ → →

→

→

− + − − − + − − − − +
− = = =

− +
= = − + =

 

---------------------------------------------------------------   
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 --------------------------------------------------------------- 
 تچون شیب مماس همان تانژانت زاویه مماس با جهت مثبت محور طولهاست و تابع تانژانیادآوری :  -7     

 در بازه های تعریف شده اکیدا صعودی است ، پس هر چه زاویه بزرگتر باشد ، شیب بیشتر خواهد بود.                     
 .منفی است منحنی شیب Cالف( نادرست ، در نقطه            

است پس  Aبیشتر از  B ب( نادرست ، زاویه خط مماس با جهت مثبت محور طولها در            
A Bm m  

 درست با توجه به زاویه مماس در نقطه با جهت مثبت محور طولها پ(            
 مماس( ت( درست ،)نزولی بودن            
 )یادآوری( نادرست.ث(             
 ج(درست با توجه به پاسخهای )پ( و )ث(             

---------------------------------------------------------------   

       8-            
4, (4) 25 (4 25)

( ) ( ) ( ) 25
'(4) 1/ 5 ( ) 26 / 5 (5 26 / 5)

( ) ( ) 5 4

( ) ( ) ( ) 25
'(4) 1/ 5 ( ) 23 / 5 (3 23 / 5)

( ) ( ) 3 4

AB

AC

A x y f A

y B y A y B
B m f y B B

x B x A

y C y A y C
C m f y C C

x C x A

→ = = =  

− −
→ = = = =  =  

− −

− −
→ = = = =  =  

− −

  

---------------------------------------------------------------   
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 --------------------------------------------------------------- 

      1-                                                           
2

2 2
( ) 2 , ( )

2

x x
f x x g x

x x


= − = 


   

 
 
 

---------------------------------------------------------------   

مشتق پذیر نیست Aتابع در -2   

2
'

0

0 0 ' '

'

0 0

(0 ) (0) 0
(0) lim lim lim 0

(0) (0)
(0 ) (0) 0

(0) lim lim 1

h

h h

h h

f h f h
f h

h h

f f
f h f h

f
h h

+

+ +

− +

+
→

→ →

+ −

−

→ →

 + − −
= = = =


  

+ − − − = = =−



 )الف 

 ، زیرا  ستمشتق پذیر نی Aتابع در  

                 

'

0 0 0 ' '

0

'

0 0

1
1

(1 ) (1) 11 1(1) lim lim lim lim 1
1

(1) (1)

(1 ) (1) 1 1
(1) lim lim 0

h h h

h

h h

h
f h f h hf

h h h h
f f

f h f
f

h h

+ + +

+

− +

+

→ → →

+ −→

−

→ →

−
− + − −+ += = = = =−

+
  


+ − − = = =




 )ب 

                   مشتق پذیر نیست ، زیرا  Aتابع در  

    

'

0 0 0

'

0

1 1
(4 ) 2

(4 ) (4) 12 2(4) lim lim lim
2

(4 ) (4) 4 2 4 2
(4) lim lim lim

4 2

h h h

h

h h
f h f

f
h h h

f h f h h h
f

h h h

+ + +

−

+

→ → →

−

→

+ −
+ −

= = = =

+ − + − + +
= =  =

+ + h

' '

0

0

(4) (4)
1

4( 4 2)
h

h

f f

h
+

+

+ −

→

→






  
 =
 + +



 )پ

---------------------------------------------------------------   
 پیوسته نیست پس 0در  fتابع الف( نمودار در مقابل     ب( -3    

         '(0)f  وجودنداردو در نقطهC دو نیم مماس متمایز وجود دارد پس 
         '(3)f وجود ندارد. هم 
A,در پ(            C مشتق می گیریم،که مشتق ندارد و در سایر نقاط از ضابطه 

          
5 0

'( ) 2 0 3

1 3

x

f x x x

x




=  
 

  

 ت(           
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 --------------------------------------------------------------- 
2yالف( سهمی  -4  x=  0)در نقطه 0)      2سهمی( بy x x= )پ( تابع همانی         − )f x x=  

 
 
 
 

)تابع ثابت در تمام نقاط مشتق صفر            ث( تابع ت(       )f x x= −  
  

 
 

 

---------------------------------------------------------------   
 رسم کرده و  روی نمودار در نقاط داده شده مماس -5    

 شیب مماس را مقایسه می کنیم.          
)'   الف(          1) '(0) '(2) '(3)f f f f−     

     ب(          
1 0 2 3

'( ) 2 2
'( ) 0 2 6 8

x
f x x

f x

−
= +   

 پ(          
 
 
 
 

---------------------------------------------------------------   
1xدر  fتابع  -6        1xپیوسته نیست پس در  =  زیرا مشتق پذیر نیست  =

         f  1درx 1xحد ندارد پس در  = 2پیوسته نیست =

1 11 1

lim ( ) lim 3 4 , lim ( ) lim2 2
x xx x

f x x f x x
+ +

+ −→ →→ →

= + = = =   

---------------------------------------------------------------   
 کنید. مشتق همگی با هم برابر است .هر تابع دلخواه را در نظر بگیرید و اعداد ثابت دلخواه به آنها اضافه  -7      

                                                  2 2 2( ) 1 ( ) 3 ( ) 5f x x x g x x x h x x x= + + = + + = + −  
---------------------------------------------------------------   
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 ----------------------- ---------------------------------------- 

    8- '(2)f وجودندارد

2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

4 0( ) (2) ( 2)( 2)
'(2) lim lim lim lim ( 2) 4

2 2 2

4 0( ) (2) ( 2)( 2)
'(2) lim lim lim lim ( 2) 4

2 2 2

x x x x

x x x x

xf x f x x
f x

x x x

xf x f x x
f x

x x x

+ + + +

− − + +

+
→ → → →

−
→ → → →

− −− − +
= = = = + =
− − −


− − − − − +
= = = = − + = − 

− − − 

  

  '( 2)f وجودندارد −

2

2 2 2 2

2

2 2 2 2

4 0( ) ( 2) ( 2)( 2)
'( 2) lim lim lim lim ( 2) 4

2 2 2

4 0( ) ( 2) ( 2)( 2)
'( 2) lim lim lim lim ( 2) 4

2 2 2

x x x x

x x x x

xf x f x x
f x

x x x

xf x f x x
f x

x x x

+ + + +

− − − −

+
→− →− →− →−

−
→− →− →− →−

− −− − − − +
− = = = = − − =

+ + + 


− −− − − + 
− = = = = − = − + + + 

 

---------------------------------------------------------------   
0xدر  f'ع حد تاب -9      به مماس قائم  0، مماس بر نمودار تابع درهمسایگی شده که نشان می دهد برابر  =
0x، به بیان دیگر در نزدیک می شود       دارد.مجانب قائم  =

                                                   

2 1

3 2 3 3

3 3

3 3
0 0 0 0

2 2 1 2
( ) '( )

3 3 3

2 2
lim '( ) lim , lim '( ) lim

3 3x x x x

f x x x f x x
x x

f x f x
x x

+ + − −

−

→ → → →

= =  = =  =

= = + = = −

   

---------------------------------------------------------------   
2yاز خانواده سهمی  fبرای هریک ضابطه ای تقریبی مشخص و مشتق بگیرید مثلا   - 10    x=  مشتق آن  کهاست  −

 از چپ نظیر کرد. 3را به شکل شماره  fت با شیب منفی پس باید ساست که خطی ا −2xبرابر        
      g  از خانوادهy k=  ز چپ نظیرش می کنیم.ا 4است پس به شماره  0آن برابر که مشتق 
      h  2از خانوادهy x=  2که مشتق آن برابرx  از چپ است. 1نظیرش است که خطی است با شیب مثبت پس 
      t  از خانوادهy x=   از چپ نظیرش می کنیم. 2است پس به شماره  −1که مشتق آن برابر  −

---------------------------------------------------------------   
 

   11-                                              
2 0 2 2 0 2

( ) '( )
2 8 2 4 2 2 4

( ) 4 0 4 '( ) 1 0 4

x x x
f x f x

x x x

g x x x g x x

    
=  = 

− +   −   

= − +     = −  

      

0در نقاط به طول  fتابع           2 4  نقطه گوشه ای است( 2)نقطه به طول . مشتق پذیر نیست 
0 تابع در نقاط به طول           4 .مشتق پذیر نیست 

              
'(1) '(1). (1) '(1). (1) 2 3 ( 1) 2 4

'( ) '( ). ( ) '( ). ( ) '(2) '(2). (2) '(2). (2)

'(3) '(3). (3) '(3). (3) 2 1 ( 1) 2 4

h f g g f

h x f x g x g x f x h f g g f د دار وجودن

h f g g f

= + =  + −  =


= +  = +
 = + = −  + −  = −
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---------------------------------------------------------- ----- 
  

                  

2 2

2 2

2 2

'(1). (1) '(1). (1) 2 3 ( 1)(2) 8
'(1)

( (1)) 3 9

'( ). ( ) '( ). ( ) '(2). (2) '(2). (2)
'( ) '(2)

( ( )) ( (2))

'(3). (3) '(3). (3) ( 2)(1) ( 1)(2)
'(3) 0

( (3)) 1

f g g f
k

g

f x g x g x f x f g g f
k x k د دار وجودن

g x g

f g g f
k

g

 −  − −
= = =


− −

=  =

 − − − −

= = =


                

---------------------------------------------------------------   
      12-            ( ) '(1) '(1) '(1) 3 5 8 , (3 2 ) '(1) 3 '(1) 2 '(1) 3(3) 2(5) 19f g f g f g f g+ = + = + = + = + = + =          

---------------------------------------------------------------   

0وجود ندارد                            -13       0

2

0 0 0

( ) (0) 0
'(0) lim lim 1

0
'(0)

( ) (0) 0
'(0) lim lim lim 0

0

x x

x x x

f x f x
f

x x
f

f x f x
f x

x x

+ +

− − −

+
→ →

−
→ → →

− − 
= = = − 


− − = = = =

− 

  

---------------------------------------------------------------   

      14-                                               3 2 2'( ) 6 (2 5) 3(2 5) (2)(3 4)f x x x x x= − + −  )الف  −

                                                        
2

2

(2 3)( 3 2) ( 3)( 3 1)
'( )

( 3 2)

x x x x
f x

x

− − + − − − +
=

− +
 )ب  

                                                            3 21
'( ) (3)( 1) 3 3 2

2 3 2
f x x x x

x
= + + +

+
 )پ 

                                                                          
2

1
9 (9 2)

2'( )
( )

x x
xf x
x

− −

 )ت  =

---------------------------------------------------------------   

      15-                                                    2'( ) 3sin .cos 2cos ( sin )f x x x x x= +  )الف  −

                                                           
2

cos (1 sin ) cos (1 sin )
'( )

(1 sin )

x x x x
f x

x

− + − −
=

+
 )ب  

                                                                 2'( ) 2tan (1 tan ) 2( sin )f x x x x= + −  )پ   −
                                                                  '( ) cos .cos2 2sin2 .sinf x x x x x=  )ت  −

---------------------------------------------------------------   

      16-                                   '( ) 2sin .cos 2sin2 3sin2 "( ) 6cos2f x x x x x f x x= + =  =  

            "( ) '( ) 6cos(2 ) 3sin(2 ) 6
2 2 2 2

f f
   
− =  −  = 1       )ب  −

"( ) 6cos(2 ) 6( ) 3
6 6 2

f
 

=  =  )الف   =

---------------------------------------------------------------   
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 --------------------------------------------------------------- 

(12))الف()ب(   -1      (8) 19 11 8 (18) (12) 9 19 10 5
2 ,

12 8 4 4 18 12 6 6 3

T T T T− − − − −
= = = = = = −

− −
  

 درجه افزایش داشته است. 2 در هر ساعت درجه حرارت 12تا  8به طور متوسط از ساعت پ(           

5درجه حرارت در هر ساعت  19تا  12از ساعت به طور متوسط                

3
 درجه کاهش داشته است. 

---------------------------------------------------------------   
 هفته چهارم رانشان می دهد.ویروس مبتلا شده اند در به آهنگ لحظه ای تغییر جمعیتی که  lشیب خطالف(  -2     

   دهد.  ویروس مبتلا شده اند در هفته ششم رانشان می به آهنگ لحظه ای تغییر جمعیتی که  dشیب خط                
 می باشد کهآهنگ لحظه ای دز زمانهای داده شده مورد نظر هست که شیب مماس  ب(          

                '(1) '(2) '(3)f f f   3پس در زمانt  گسترش آلودگی بیشتر است. سومیعنی هفته  =
(4)' پ(            '(5) '(6)f f f  4زمان  پس درt  یعنی هفته چهارم گسترش آلودگی بیشتر است. =

---------------------------------------------------------------   

        الف(     -3      
(1) (0) 300 0 (2) (1) 480 300

1 300 2 180
1 0 1 2 1 1

(3) (2) 600 4800 (4) (3) 700 600
3 120 4 100

3 2 1 4 3 1

N N N N

N N N N

− − − −
= = = =

− −

− − − −
= = = =

− −

  

 به ضد تبلیغ(تبلیغ زیاد ، شتاب فروش را کاهش می دهد )تبدیل ب(                 
---------------------------------------------------------------   

سرعت متوسط در   -4       0 5   (5)برابر است با (0) 30 10
4

5 0 5

f f− −
= =

−
 برابر tوسرعت لحظه ای در زمان   

)'ا است ب          ) 2 1f t t= 5    و داریم −
2 1 4

2
t t− =   یعنی برابری سرعت متوسط و لحظه ای در وسط بازه است. =

---------------------------------------------------------------   
0/4tسرعت لحظه ای در  -5             0/4tزه زمانی نزدیک به عددی نزدیک به سرعت متوسط در با  =  است   =

/0)  از سوئی              4) (0/ 3) 16 / 3 15 /1 (0/ 5) (0/ 4) 17 / 4 16 / 3
12 11

0/4 0/ 3 0/1 0/ 5 0/ 4 0/1

f f f f− − − −
= =  = =

− −
 پس سرعت 

0/4tلحظه ای در              11عددی نزدیک به  = 12  تواند پاسخ باشد.است . گزینه پ می 
 ---------------------------------------------------------------   

 شیب منحنی در نقطه ای از بازه بودهشاید منظور سوال الف(  -6           
  BCاز شیب  Dت. شیب مماس درکه نادرست اس                  
 بیشتر است. BCاز شیب  A کمتر و شیب مماس در                  
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 --------------------------------------------------------------- 
 ب( نادرست. می تواند صعودی یا نزولی باشد مانند       

 صعودی استآهنگ متوسط )شیب خط(  fدر تابع            
 خط( نزولی است.آهنگ متوسط)شیب  gدر تابع            

)2پ( نادرست. در سهمی        )f x x= داریم 
                              '( ) 2 '(0) (0) 0f x x f f=  = =         

---------------------------------------------------------------   
3tدر بازه  جرم میزان افزایشالف(  -7        4tتا  = 3برابر  = 3(4) (3) ( 4 2(4) ) ( 3 2(3) ) 76 3m m− = + − + = −  

21      ب(            1
'( ) 6 3 '(3) 54

2 2 3
m t t t m

t
= +  =  = +  

---------------------------------------------------------------   

     8-                                         
2 2

2

1 0
40(1 ) 40(1 )

(1) (0) 99100 100 40(( ) 1)
1 0 1 100

V V
− − −

−
= = −

−
 )الف 

                                        

 

 

2 2

0 100

0 100

100 0
40(1 ) 40(1 )

(100) (0) 100 100 0/ 4
100 0 100

1
'( ) 40(2)( )(1 ) 0/ 8(1 )

100 100 100

1
'( ) 0/ 8(1 ) 0/ 4 1 50

100 100 2

V V
V

t t
V t

t t
V V t t





− − −
−

= = = −
−

= − − = − −

=  − − = −  − =  =

 )ب  

یعنی برابری آهنگ متوسط و لحظه ای در وسط بازه             0 100 .خواهد بود 
---------------------------------------------------------------   
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 --------------------------------------------------------------- 
 یمم نسبی و مشتق در آن صفرزماک Aالف( - 1     

 مینیمم نسبی وپیوسته و مشتق ناپذیرBب(          
 نسبی و ناپیوسته ماکزیمم Cپ(         
 مشتق صفر ولی اکسترمم نسبی نیست Dت(          

---------------------------------------------------------------   
)تابع همانی  -2      )f x x=  پیوسته است ولی اکسترمم مطلق و نسبی ندارد.بر تمام دامنه اش 

---------------------------------------------------------------   
 پ(                             ب(                              الف( -3      

  
 

---------------------------------------------------------------   
 )پ(                                        ب( )                                الف()     -4      
 
 
 
 
 

---------------------------------------------------------------   
)در تابع   -5       )f x x= A(00)نقطه  −  ماکزیمم مطلق و 

) در تابع            )f x x x= − A(00)نقطه  =  .مینیمم مطلق است   
 

         ------------------------------------------------------  
 ، نقاط بحرانی تابع را یافته و هر کدام که بزرگترین یا تابعی که در یک بازه تعریف شده  مطلقبرای اکسترمم  -6      

 مینیمم مطلق تابع خواهد بود.، ماکزیمم یا را دارد  yکوچکترین            

            2

1
2 1

3
1

( ) 3 2 5 , 2 1 '( ) 6 2 0 '
3

14
21 6

3

x

f x x x x f x x x y

y

−

= − +  −   = − =  = −   )الف  +
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------------------------------------------ --------------------- 

1این تابع عبارتند از  : در نقاط بحرانی        14
( ) ( 2 21) (16)
3 3

A B C −    

 ، مینیمم نسبی )ماکزیمم نسبی ندارد( Aاکسترمم نسبی : با توجه به جدول تعیین علامت بالا نقطه        
 مینیمم مطلق است. Aماکزیمم مطلق و نقطه  Bنقطه بحرانی، اکسترمم مطلق: با مقایسه عرض نقاط        

------------------------- 

     3 2( ) 3 , 1 2 '( ) 3 3 0 1

x

f x x x x f x x x= −  −   = − =  =  

1 1 2−

'y +  −  + + +

y 2 2 2−

 )ب 

)نقاط بحرانی : در این تابع عبارتند از         12) (1 2) (2 2)A B C−  −   
 ، مینیمم نسبی )ماکزیمم نسبی ندارد( B: با توجه به جدول تعیین علامت بالا نقطه اکسترمم نسبی        
Aاکسترمم مطلق: با مقایسه عرض نقاط بحرانی، نقطه         C  ماکزیمم مطلق و نقطهB .مینیمم مطلق است 

------------------------- 

       )

0 21
0 20 2

( ) 0 '( ) '2
4 2

1 2

f

x
xx x

f x D f x yx
x x

x

+
    

=  = +  =  
−  − 

+

0 2y

−

−

 )پ 

(00)نقاط بحرانی : در این تابع عبارتند از        (2 2)A B    
 نسبی ندارد( ینیممم نسبی )ماکسیم، م Aاکسترمم نسبی : با توجه به جدول تعیین علامت بالا نقطه        
 هم میل کردده پس  −به  yو توجه به جدول میبینیم مقدار  رمم مطلق: با مقایسه عرض نقاط بحرانیاکست       

A,در دو نقطه بحرانی  مینیمم مطلق ندارد ولی                        B  عرض نقطهB  بیشتر است بنابراین 
 .اکزیمم مطلق است )مینیمم مطلق ندارد(م Bنقطه                        

---------------------------------------------------------------   
 .می باشد y'های دربین ریشه  در صورت وجود ، پس نقاط اکسترممچون چند جمله ای است -7    

                                
3 2 2

max

3

( ) '( ) 3 , 1 3(1) 0 3

(12) 2 (1) (1) 1, 3 4

f x x ax b f x x a x a a

f a b a b a b

= + +  = + =  + =  = −

   = + +  + = = −  =
  

---------------------------------------------------------------   
    8-  
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     9-

2

2

( 2 )( 2 )( ) , 2 100

100
2(100 4( ) 16) 8(29 )

100
' 8( 1 ) 0 100 10 100 10

V x h y h h h xy

V x y x
x

V x x xy y
x

= − − =  =

 = − + + = − −

 = − + =  =  =  =  =

   

---------------------------------------------------------------   

     10-   

2
2 2 2 2

2 2

2

2
2 2 2

2

2

1
( ) 4 16 64
2 4 2

1 1 1
64 ' ( 64 ( 2 )( )) 0

2 2 2 64

64 64
2 64

1
4 2 64 2 2

2

x x
S xy y y x

S x x S x x x
x

x
x x x

x

x y x y

=  + =  = − = −

 = −  = − + − =
−

 − =  − =
−

 =  = −  =

  

---------------------------------------------------------------   

     11-                    

3 2 2 2( ) 2 3 12 7 '( ) 6 6 12 6( 2)

1 2

6( 2)( 1) 0 12 '

14 13

f x x x x f x x x x x

x

x x x y

y

= − − +  = − − = − −

− − +

= − + =  = −   +  −  +

− − +

 )الف  

)ازه های در ب fتابع                )1 2−−  +  اکیدا صعودی و در بازه 1 2−  .اکیدا نزولی است 

                               
2

2
2

( ) '( ) '
2 ( 2)

x
x

f x f x y
x x

− +
−

=  =  −
− −

1y
−

−

1
+

 )ب  

)در بازه های  fتابع              ) ( )2 , 2− +  ی و بازه ای که درآن اکیدا صعودی باشد وجود ندارد.نزولاکیدا 
---------------------------------------------------------------   
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     1- 

00)در نقطه                                           پس عطف نیست. جهت تقعر عوض شده ولی مماس ندارد(

                                       
2

3

2 02 0
0

( ) '( ) "( ) 11
000

2 4

xx x
x x

f x f x f x
xxx x

x x

 
   

=  =  = −−  
−    − − 

  

 
---------------------------------------------------------------   

    2-   

                         3 2 21
( ) 3 4 '( ) 2 3 '( ) 2 2 0 1

3
f x x x x f x x x f x x x= − − +  = − −  = − =   )الف  =

1بنابر جدول و تغییر جهت تقعر ، نقطه            
(1 )

3
A  طف است. طه عقن 

1

''

1

3

x

y

y

− +

 − +

−   +

  

------------------------- 

                  
2 3

1
1 2 4

( ) '( ) ''( ) ''
1 ( 1) ( 1)

x
x

f x f x f x y
x x x

− +
+ −

=  =  =  −
− − −

y

+

−   +

 )ب  

1xبا توجه به جدول بالا، با آنکه در دوطرف  1مشتق دوم تغییر علامت می دهد ولی  = fD اردپس تابع نقطه عطف ند 
------------------------- 

        3

2 53 3

1
1 2

( ) 1 '( ) ''( ) ''
3 ( 1) 9 ( 1)

x

f x x f x f x y
x x

− − +
−

= +  =  =  +
+ +

y

−

−    +

 )پ   

1xدوطرف  دربا توجه به جدول بالا،       =  تقعر تابع عوض شده  −
) در و تابع      10)A −  قائم است پیوسته ودارای مماس 
)پس       10)A −   نقطه عطف تابعf  .است 
 

---------------------------------------------------------------   
3yالف(    -3     x=      )3ب( 1)y x= 3پ(      − 1y x= )3ت(        + 2) 2y x= − +  

---------------------------------------------------------------   
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--------- ------------------------------------------------------ 
 

     4-     

3 2 2

3 2

3 2

1 1
' 3 2 ' 6 2 6 ( ) 2 0 2 3

2 2

(01) 1 (0) (0) 1

2 3
(12) 2 (1) (1) 1 2 3

2 2 2

y ax bx c y ax bx y ax b x a b b a

f a b c c

b a
f a b c a b a b

a b

= + +  = +  = +  =  + =  = −

   = + +  =

= −
   = + +  + =   = −  =

+ =

  

 
---------------------------------------------------------------   

     5-     

3 2

3 2 2

2

max

3

(00) 0 (0) (0) (0) 0

' 3 2 " 6 2 0 6(0) 2 0 0

2 3( 2) 2 ( 2) 0 4 12 0 12

12

atf

f a b c c

y x ax bx c y x ax b y x a x a a

x a b a b a b

y x x

   = + + +  =

= + + +  = + +  = +  =  + =  =

= −  − + − + =  − + = −  =  = −

 = −

  

---------------------------------------------------------------   
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    1-     2

1

'2
( ) 2 4 1 0 1 0 1

2 "
' 4 4 0 1

1
" 4 0

fD
x

x y

y
f x x x x y y x

y
y x x

y
y

+ +

=
− +

→  →+

 −  +

= − +  =  =  =  =  
  

= − =  =
+ − +

= 

 )الف  

1)نقطه           1)A −  ق تابع. مینیمم نسبی و مطلنقطه بحرانی و 
5 5

( , ( ))
3 3

B f  

-------------------------   

 3

2

5 5

3 3

'( ) 5 5 0 5

"5
' 3 5 0

3 9 / 3 5 0/ 7

" 6 0 0

fD
x

x y
yf x x x x y

y
y x x

y

y x x

− − + +


 =

− −  + +
→  →

 +  − −  += − +  =  = 


     = − =  = 
 − +


= =  =

 )ب 

5 نقطه         5
( , ( ))

3 3
A f− 5ماکزیمم نسبی و  − 5

( , ( ))
3 3

B f  مینیمم نسبی و 

        (0 5)C   . نقطه عطف تابع است 
 -------------------------   

                                              

3 2
2

2

0 0 , 0 0 2

' ( 4 4 ) '( ) ( 2)

2
(3 8 4) 0 2

3

4
" (6 8) 0

3

4 2
2

3 3

'

"

16 32

27 27

fD

x y

x y y x

y x x xf x x x

x x x

y x x

x

y

y

y

+ + − −

=


→  → 

 =  = =  = −

 = − − −= − +  


= − + + =  = − −



= − + =  = −


− − − − +

−  + +  −


    

+  −

 )پ     
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)نقطه        20)A −  2و  مینیمم نسبی 32
( , )

3 27
B 4ماکزیمم نسبی و  − 16

( , )
3 27

C  نقطه عطف تابع است. −

------------------------- 

        

2

3

{2}
2

2 2
'

2 1 1 1
( ) 0 0

2 2 2

3
' 0

( 2)

6
"

( 2)

fD
x

x y x y
y

x
f x x y y x

x

y
x

y
x







= −
− + →  →  →  →

 −
− 

=  =  =  =  = 
− 

−
=  −




= −

"y
−

−



2y

+

−



2
+

 ت)  

2yتابع دارای مجانب افقی        =  
2xو مجانب قائم         بوده و =
 اکسترمم مطلق و نسبی و عطف ندارد.       

 
------------------------- 

    

2

3

{ 3} 3

1 3 '

( ) 0 0
3

3
' 0

( 3)

6
"

( 3)

fD x

x y x y y
x

f x x y
x

y
x

y
x







= − − − − +
 →  →−  → −  → −− 

=  =  = 
+  −

 = 
+


 =

+

"y
−

−



1y

+

−



− 1
+

−

 )ث  

1yتابع دارای مجانب افقی        = −  
3xو مجانب قائم        =  بوده و −
  دارد.اکسترمم مطلق و نسبی و عطف ن       
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3 2

2 2

( ) 2 9 12 1 0 1

' 6 18 12 6( 3 2) 0 12

3
" 12 18 6(2 3) 0

2

3
1 2

2

'

"

11
6 5

2

fD

x y

f x x x x x y

y x x x x x

y x x x

x

y

y

y

− − + +


 =


→  →


= − + +  =  =


= − + = − + =  = 



= − = − =  =


− +

+  − −  +


    

− +

 )ج    

 

A(16)نقطه       2)ماکزیمم نسبی و 5)B   3مینیمم نسبی و 11
( , )
2 2

C .نقطه عطف تابع است 

---------------------------------------------------------------   

axمحل تقاطع مجانبهای تابع هموگرافیک  -2     b
y

cx d

+
=

+
)، مرکز تقارن تابع به مختصات    )

d a

c c
−  پس است ، 

                                

2 2

1
1 ( )

2 2

( 1)
( 10) 0

( 1)

d
d c

c

a ax b cx c x
a c f x

c cx d cx c x

a b
f a b

c d


− =  = − 


+ + +

=  =  = = =
+ − −

− + 
−    =  = − + 

  

 ---------------------------------------------------------------   

گزینه )ب(                                    -3     
2

3 '( ) 3 1 0
( ) 2

"( ) 6 0 0

f x x
f x x x

f x x x

 = + 
= + −  

= =  =
  

0) تابع اکیدا صعودی و دارای نقطه عطف             2)A − زیرااست ، 
 د.دارای مماس می باش تغییر علامت داده و درآن پیوسته است و Aمشتق دوم در دو طرف               

---------------------------------------------------------------   
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